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RESUMEN. El flujo en un medio poroso es un
fenémeno complejo que requiere una descripcion lo mas
completa posible. En este trabajo se estudia la aplicacion
del analisis multifractal a la caracterizacion de este
fenémeno ya que este método proporciona informacion
adicional a la obtenida de otras alternativas
frecuentemente usadas como la estadistica descriptiva. El
formalismo multifractal conocido como ‘“strange
attractor” ha sido empleado para describir el flujo en
medios porosos bidimensionales idealizados. El modulo
de la velocidad del fluido es simulado con un modelo de
malla en dos medios de geometrias homogénea y
heterogénea. Los resultados obtenidos del estudio de las
funciones exponente de masa y de los espectros
multifractales y de Rényi muestran que el flujo en los
medios porosos considerados tiene una naturaleza
multifractal que es mas marcada conforme la geometria
es mas heterogénea. Los resultados obtenidos sugieren
que este método puede aplicarse a la descripcion del flujo
de agua y solutos en el suelo.

ABSTRACT. The flow in a porous medium is a complex
phenomenon that requires a complete description, which
in this work is done by the application of a multifractal
analysis because. it gives additional information that can-
not be obtained from other methods such as descriptive
statistics. The strange attractor multifractal formalism has
been used to describe the flow in idealised two-
dimensional porous media. The magnitude of the fluid
velocity is simulated with a lattice model in two porous
media with homogeneous and heterogeneous geometries.
The results obtained from the study of the mass exponent
functions, the multifractal and Rényi spectra show that
the flows in the porous media tested have a multifractal
type of scaling that is stronger as the geometry becomes
more heterogeneous. The results obtained suggest that
this method can be extended to the analysis of water and
solute flows in soils.

1.- Introduccién

La descripcion multifractal de una variable cuya medida
es auto-similar en términos estadisticos implica que su

comportamiento complejo puede ser representado por una
combinacion de conjuntos fractales y sus correspondientes
exponentes (Kravchenko et al., 1999). El analisis multifractal
ha sido aplicado a la caracterizacion de diferentes propiedades
del suelo, como la distribucion del tamafio de particula
(Martin y Taguas, 1998; Grout et al., 1998; Posadas et al.,
2001), la conductividad hidraulica (Liu y Molz, 1997;
Giménez et al., 1999; Veneziano y Essiam, 2003; Tennekoon
et al.,, 2003; Zeleke y Si, 2005; Perfect et al., 2006) y la
porosidad (e.g. Posadas et al., 2003; Bird et al., 2006), o
procesos que tienen lugar en él como los flujos inestables
(Held y Illangasekare, 1995). Ademas, la distribucion
espacial de alguna de las propiedades del suelo como el
contenido de materia organica, el pH o la conductividad
eléctrica han demostrado ser multifractales (Kravchenko et
al., 1999; Caniego et al., 2005; Zeleke y Si, 2006).

El flujo de un liquido en el suelo depende, entre otros
factores, de la densidad y viscosidad del fluido y de la
geometria de este medio poroso. Por tanto, es interesante
comprobar si la distribucidon de los valores de la velocidad de
un flujo en el suelo exhibe esta naturaleza multifractal y qué
grado de relacion tiene con la geometria del medio en el que
tiene lugar. En este trabajo se responde a esta cuestion
aplicando el analisis a escala de poro usando el modelo de
malla de Bathnagar-Gross-Krook (BGK) propuesto por Chen
et al. (1992) y Qian et al. (1992), que es una simplificacion de
su ancestro el modelo de malla de Boltzmann (e.g. Succi,
2001). El modelo BGK es simple y eficiente en la simulacion
de flujos en la presencia de configuraciones complejas de
obstaculos como los que se encuentran a escala de poro en el
suelo (Martys y Chen, 1996; Zhang et al., 2005; Jiménez-
Hornero et al., 2005).

Con el objetivo de responder a la pregunta planteada
anteriormente, el analisis multifractal es aplicado a la
distribucion del moddulo de la velocidad simulada por el
modelo de Boltzmann en dos medios porosos idealizados, uno
de ellos de geometria homogénea y el otro heterogénea.

2.- Métodos

2.1. El modelo BGK

En el modelo BGK las particulas de fluido se mueven en
una malla regular en la que cada nodo esta relacionado
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con sus vecinos de acuerdo a un tipo de vecindad que es
elegido segiin la complejidad del fenémeno que se desea
simular. El tipo de vecindad d2Q9 es wusado
frecuentemente para determinar con esta aproximacion
numérica el campo de velocidades de un flujo
bidimensional (e.g. Succi, 2001). Asi, d = 2 es el nimero
de dimensiones y Q = 9 son las particulas consideradas,
ocho moviles y una estatica. La variable independiente
f, varia de forma continua entre 0 y 1 y representa la
probabilidad de encontrar una particula de fluido en el
enlace kK que conecta un nodo con su vecino. Las
interacciones de particulas conservan la masa y la
cantidad de movimiento (Rothman y Zaleski, 2001;
Chopard y Droz, 1998).

La ecuacién del modelo BGK para un nodo r en el
tiempo t, es (e.g. Succi, 2001)

f (1 + Al t + At = £ (r,t)w{l —i) f(rt) (1)
[ [0

donde ¢ es la velocidad de una particula de fluido en el
enlace k, que es definida por

6 =(0.0) (k=0).

Cy =c[cos[#],sin(#ﬂ (k=13,5,7), (2)
., =\/§c[cos£”(k4_l)j,sm(”(k_I)B (k=2,4,6.8)

4

donde ¢ = Ar/At, con Ar siendo el espaciado de la malla.

f’* es la funcion de equilibrio local y @ es el

pardmetro conocido como tiempo de relajacion. Usando
el desarrollo en serie de Chapman-Enskog se demuestra
matematicamente que las ecuaciones de Navier-Stokes de
segundo orden de precision pueden ser derivadas de la
Ec. (1) si f* tiene la siguiente expresiéon (Chen y
Doolen, 1998; Chopard y Droz, 1998; Succi, 2001):

2
e Ckﬂv/i l Ckﬂv/i
fk q ka 1+ _52 +— —==

S

Vv,V
—%} vk e[1,Q-1]

S

3)

Vv,V
fd =pzk{l— ;Cf], k=0

En la Ec. (3) el convenio de suma de Einstein ha sido
adoptado, v es la velocidad del fluido y S = X, V,
representa a las dos coordenadas espaciales consideradas.
Zy son factores ponderadores asociados con las posibles
direcciones en las que pueden moverse las particulas del
fluido en la malla y el valor del parametro Cs es elegido
segun el tipo de vecindad seleccionado. En el caso del
modelo d2Q9 se tiene que ¢’ =c¢?/3, 2o = 4/9, 2,357 =

1/9 y 22,4,6,8 =1/36.
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La densidad p y velocidad del fluido v son calculadas a
partir de f, segun

p(rt)=> f (rt)
k=0
Q-1 4
f (r.t)c, @)
v(r,t) =42
() p(r.t)
La viscosidad cinematica, v, se define como
Ar? 1
=— —-= 5
v I C, (a} 2} 5)

En este trabajo se asume que Ar = AX=Ay =1 unidades de

malla (l.u.) y At = 1 ciclo de tiempo o “time-step” (ts) tal y
como se adopta frecuentemente en las simulaciones realizadas
con modelos de malla (Succi, 2001).

2.2.- Caracteristicas de las simulaciones realizadas con el
modelo BGK

El dominio bidimensional de céalculo esta representado por
un cuadrado de 256 lu. de lado. Dos medios porosos
idealizados fueron considerados: el primero de ellos estaba
formado por discos dispuestos en un patron regular, dando
lugar a un medio de geometria homogénea en el que todos los
poros estaban hidraulicamente conectados y con una
porosidad &= 0.45 cuando el radio de los discos se selecciond
de forma aleatoria entre 6 y 7 l.u.; el segundo medio poroso,
de geometria heterogénea, fue obtenido aplicando la malla
fractal aleatoria propuesta por Rappoldt y Crawford (1999) en
la que la porosidad es determinada por ¢ =1— p?, donde p es

la probabilidad de que un nodo sea matriz del sucloy 6>1
es el nimero de niveles de recursion, 4 en este trabajo. El
medio poroso heterogéneo simulado tenia una porosidad & =
0.7 (p = 0.74). De acuerdo con Rappoldt y Crawford (1999) el
valor seleccionado para & garantizaba la continuidad del
espacio poroso ya que £> 0.6

El flujo fue establecido en la direccion X asignando en la
primera columna una velocidad inicial del fluido v =(0.1,0)

Luts'. La condicion periddica fue aplicada en todos los
bordes del dominio de calculo y la interaccion entre el fluido
y la matriz solida del suelo se determind por el uso del
método del rebote o “bounce-back” (e.g. Chen et al., 1996;
He et al., 1997). Las simulaciones comenzaron con velocidad
cero en todos los lugares del dominio, finalizando una vez
que el flujo alcanzé el régimen permanente segun el criterio

max|v(r,t+At)—v(r,t)| <107 lLuts' que debe ser satisfecho
de 1la del  fluido,
v(r.t) :(vf(r,t)+v§(r,t))0'5 . El pardmetro del tiempo de

por el modulo velocidad

relajacion fue @=0.95 en todas las pruebas. Los valores de
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v(r,t) simulados con el modelo BGK para el flujo en

régimen permanente fueron los valores iniciales Vi
considerados para llevar a cabo el analisis multifractal
descrito a continuacion.

2.3. Analisis multifractal

El formalismo conocido como “strange attractor” (e.g.
Hentschel y Procaccia, 1983; Grassberger, 1983; Halsey
et al., 1986) fue usado para realizar el analisis multifractal
del modulo de la velocidad de un flujo en régimen
permanente simulado en los dos medios porosos
idealizados bidimensionales antes descritos. Para ello, un
conjunto de diferentes mallas con celdas cuadradas de
lado O fue superpuesto sobre los medios porosos
estudiados. El mddulo de la velocidad del flujo vi y &
caracterizaron a cada celda i. El minimo valor de 6, &,
fue seleccionado de tal forma que cada celda inicial
contuviera al menos un dato del modulo de la velocidad
del fluido Vj,. Cuando habia mas de un dato en una celda,
se consideraba su promedio. Asi, la funcién de

probabilidad de masa v, (J) fue definida en cada celda i
como (e.g. Kravchenko et al., 1999)

Vi(5): n, i (6)

donde v; fue calculada en base a los valores Vini y n,; es

el nimero de celdas iniciales de lado &iy. La distribucion
de v;(5) fue analizada usando el método de los

momentos (Evertsz y Mandelbrot, 1992), en el que la
funcion de particion y(q,5) de orden q es calculada a

partir de los valores de Vv, (&) :

2(0.6)= Y[ (6)] )

i=l

con n siendo el nimero de celdas de lado & y
g e(—o0,0). La funcion de particion tiene la siguiente

propiedad para una medida multifractal
2(0.6)~ 5" ®)

donde 7(q) es una funcién no lineal de q (Feder, 1988),

conocida como la funcion exponente de masa. Para cada
valor de q, z’(q) puede ser obtenida como la pendiente

del segmento lineal de un grafico log-log de (0,5)
frente a & Para gq>1, el valor de yx(0,5) esta

principalmente determinado por los mayores valores de
los datos, mientras que la contribucion de los valores mas

pequeiios es mas importante cuando q <« —1 (Kravchenko et

al.,, 1999). El exponente de Lipschitz-Holder o de
singularidad « cuantifica la importancia de las singularidades
de la medida de una variable. Su valor se calcula de la

relacion v, (5 ) ~0%, cuando & — 0. o también es conocido

como la dimension fractal local y puede ser determinado de la
transformacion de Legendre de la curva z(q) (Evertsz y

Mandelbrot, 1992):

a(q)= ©)

Si N(a,5) es el nimero de celdas de lado & en las que

existe el mismo valor de ¢, f (a) se define a partir de la

siguiente relacion:

N(e,8)~s " (10)

f(a) puede ser considerada como la dimension fractal del

conjunto de celdas correspondientes a una singularidad . Un
grafico de f (a) frente a o se denomina espectro

multifractal. f(a) puede ser calculado de (Chhabra y
Jensen, 1989; Chhabra et al., 1989)

t[a(a)]=da(q)-7(q) (11)

El espectro es una parabola invertida cuando V,(5) esta

distribuida multifractalmente con un intervalo de valores de o
mas amplio conforme la heterogeneidad de la distribucion
aumenta. En el caso de una distribucion monofractal de

7 (5) , el espectro multifractal es un Unico punto ya que el

valor de a es el mismo para todas las celdas del mismo
tamafio (e.g. Kravchenko et al., 1999).

La naturaleza multifractal de la medida de una variable es
caracterizada  primeramente por su espectro. Una
representacion cuantitativa del patréon completo de la
velocidad de un flujo en un medio poroso requiere un nimero
infinito de parametros. Sin embargo, desde el punto de vista
de la aplicacién practica, un modelo multifractal con un
nimero pequefio de parametros como las dimensiones de
Rényi o generalizadas (Rényi, 1970) puede ser usado
(Caniego et al., 2003; Montero, 2005). Las dimensiones

generalizadas, D(q), son calculadas a partir de la funcién
exponente de masa (Hentschel y Procaccia, 1983)
a)

o(a)-2%)

- (12)

D(O) es la denominada dimension de capacidad del soporte

geométrico de la medida de una variable, en este caso
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D(0)=d=2. D(1) es la dimension fractal de

informacion, obtenida aplicando la regla de L’Hopital a la
Ec. (12) para q=1 (e.g. Zeleke y Si, 2004). D(l)
proporciona grado de
heterogeneidad de la medida. D(2) es la dimension

informacion  sobre el

fractal de correlacion y determina la distribucion
promediada de la medida (Grassberger y Procaccia,
1983). Mientras que el espectro multifractal es una

funcion concava, el espectro de Rényi D(q) es una

funcion decreciente respecto a ¢ para una medida
multifractalmente distribuida (Turcotte, 1997; Caniego et
al., 2005).

3.- Resultados

Las Figs. 1(a) y I(b) muestran el moddulo de la
velocidad de flujo simulada por el modelo de malla BGK
propuesto para los dos medios porosos idealizados
analizados en este trabajo. Puede comprobarse que, tanto
en condiciones de geometria homogénea como
heterogénea, el fluido solamente fluye a través de unos
pocos canales principales donde la velocidad es mucho
mayor que en el resto de poros.

El valor minimo del lado de cada celda cuadrada para
realizar el andlisis multifractal de los campos de
velocidades mostrados en las Figs. 1(a) y 1(b) fue &= 8
Lu.. Las Figs. 2(a) y 2(b) muestran la funcién de particion
dev, ;((q,d ) , frente al tamafio de celda, representado por

su lado o, obtenidas para el medio poroso de geometria
homogénea y heterogénea, respectivamente. Para todos

los momentos estadisticos analizados, qe[-10,10], las

funciones log[ z(a,8 )] son lineas rectas significando que

la distribucion espacial de v puede ser considerada como
multifractal. El coeficiente de determinacién, r’, fue
mayor que 0.99 en todos los ajustes mostrados en las
Figs. 2(a) y 2(b). Las funciones exponente de masa de Vv,
7(q), se obtuvieron a partir de las pendientes de los

ajustes antes mencionados y son mostradas en la Fig. 3
para los dos medios porosos considerados. Se puede
comprobar como las pendientes de 7(q) son diferentes

para q<0 y para >0 en ambos casos. Las curvas
7(q) son convexas y distintas de la linea recta que se

corresponde con el caso monofractal. Esta diferencia es
mayor conforme la heterogeneidad geométrica del medio
se incrementa.

Los espectros multifractales f(«) de v obtenidos para

los dos casos estudiados se muestran en la Fig. 4. Puede
observarse como el espectro es mas ancho conforme
mayor es la heterogeneidad geométrica del medio poroso.
Los valores altos y bajos del médulo de la velocidad del
flujo estan relacionados con la parte izquierda y derecha
del espectro, respectivamente (e.g. Kravchenko et al.,
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1999). El mayor valor de f(a) se corresponde con la

dimension de capacidad del soporte geométrico. Los
espectros de la Fig. 4 son parabolas invertidas, hecho que
prueba la distribucion multifractal de v. Puede comprobrase
que la cola de los espectros situada a la izquierda del méximo
de f(a) es mas larga para el caso del medio poroso

heterogéneo. Este es el resultado de una mayor diversidad de
los valores del mddulo de la velocidad del flujo comparada
con la uniformidad de valores de la misma variable en el
medio geométricamente mas homogéneo.

Los espectros de Rényi del modulo de la velocidad del flujo
v pueden apreciarse en la Fig. 5 para los dos medios porosos
considerados. En ambos casos D(q) es una funcion

D(0)=2>D(1)>D(2)
nuevamente que V tiene una distribucion de caracter
multifractal.

decreciente  con demostrando

(a) direccion del flujo
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Fig. 1. Distribucion espacial del modulo de la velocidad de flujo simulada
por el modelo de malla BGK para dos medios porosos idealizados de
geometria (a) homogénea y (b) heterogénea.

El parametro w=D(0)—-D(1) es adecuado para describir

los espectros multifractales (Muller et al., 1995). Asi, un
mayor valor de W implica un espectro mas ancho y una
distribucidon mas heterogénea de la variable estudiada. Los
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valores obtenidos para W fueron 0.0123 para el medio
geométricamente homogéneo 'y 0.0274 para el
heterogéneo. Estos valores son coherentes con lo
observado en las Figs 1(a), 1(b) y 4.

4.- Conclusiones

Usando el modelo de malla BGK se ha simulado a
escala de poro el fluyjo en dos medios porosos
bidimensionales idealizados de geometrias homogénea y
heterogénea. El analisis multifractal se ha aplicado para
describir la distribucion del modulo de la velocidad del
flujo. En ambos casos, los resultados obtenidos de los
graficos de las funciones exponente de masa determinan
que esta variable tiene un comportamiento diferente al
detectado en el caso monofractal. Los espectros
multifractales revelan una mayor diversidad de valores en
el modulo de la velocidad de flujo conforme la
heterogeneidad geométrica del medio aumenta. Esta
circunstancia fue confirmada por los resultados obtenidos
del estudio de los espectros de Rényi.
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Fig. 2. Funciones de particion y(q,5) del modulo de la velocidad de

flujo v, obtenidas para determinados valores de orden (, considerando
diferentes lados de celda o, para los dos medios porosos idealizados de
geometria (a) homogénea y (b) heterogénea analizados.

El analisis multifractal se ha mostrado como una
herramienta adecuada y eficiente para caracterizar el flujo en
medios porosos idealizados. Los resultados obtenidos
sugieren que este tipo de analisis puede ser extendido a un
medio poroso real como el suelo.
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